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INTRODUCTION 
Soit A un ordre dans un anneau Q; A est dit maximal (au sens d’Asano) s’il 
n’existe pas d’ordre (1 de Q, contenant strictement A et Cquivalent g lui (c’est- 
& dire tel que: L$ C A, avec h et p inversible dans (2). On renvoie a [I] et [2] 
pour tout ce qui concerne la thkorie gCnCrale des ordres maximaux. 
Soient R un domaine d’intCgritC commutatif, K son corps des fractions et Q 
une K-algkbre centrale simple; on dit qu’un sous-anneau A de Q est un R-ordre 
si A contient R, est entier sur R et vkrifie: KA = Q; un R-ordre est dit maximal 
s’il n’est contenu strictement dans aucun autre R-ordre de Q. On renvoie a [3] 
et [8] pour ce qui concerne les R-ordres maximaux. 
Dans la premiere partie de ce papier, on donne quelques conditions d’existence 
d’ordres maximaux; le rksultat principal est le suivant: si A est un anneau 
premier ?I identitk polynBmiale et si le centre de A est compktement intkgrale- 
ment clos, alors A est contenu dans un ordre maximal Cquivalent 2 A; on montre 
aussi que A est un ordre maximal si et seulement si son centre R est cornpIke- 
ment intkgralement clos et A est un R-ordre maximal. 
Dans la deuxikme partie, on donne quelques nouvelles propriMs des R-ordres 
maximaux A, lorsque R est un domaine de Krull; en particulier, on montre que 
si 9 est un id&al premier de A et sip = 9 n R, le locali& de A par rapport a la 
partie multiplicative V(P) des Cltments rCguliers modulo 9’ coi’ncide avec: 
A,=A@,R,. 
Dans ce qui suit, tous les anneaux sont associatifs et unitaires; si A est un 
anneau, Z(A) est son centre. 
I 
PROPOSITION 1.1. Soient A un anneau premier, R son centre et K le corps 
des fractions de R. Supposons que A est un ordre duns Q = A OR K. Alors, si R 
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est compl&ment integralement clos, il existe un ordre maximal de Q, contenant A 
et de centre R. 
Preuve. L’ensemble ordonne par inclusion des ordres de Q contenant A 
et de centre R est non vide et inductif. Soit done A un element maximal de cet 
ensemble, et soit I’ un ordre de Q contenant A et equivalent a A. 11 existe h et p 
inversibles dans Q tels que: AI$ _C A; mais puisque: Q = A OR K, on voit facile- 
ment que cela entraine qu’il existe r # 0 dans R tel que: rr C A; il vient done: 
rZ(T) C R et puisque R est completement integralement clos, on a: Z(F) = R; 
il en resulte: F = A. Ceci prouve que A est un ordre maximal de Q. 
Dans le cas oh A est entier sur son centre, la proposition pecedente peut 
s’appliquer ([5], Proposition 1.2) mais on peut alors ameliorer le resultat de la 
man&e suivante: 
PROPOSITION 1.2. Soient A un anneau premier entier SW son centre R, K le 
corps des fractions de R et Q = A OR K. Alors si R est completement integralement 
clos, il existe un ordre maximal de Q, contenant A et entier sur son centre R. 
Preuve. L’ensemble ordonne par inclusion des ordres de Q, contenant A 
et entiers sur R &ant non vide et inductif, soit A un Clement maximal de cet 
ensemble. Puisque R est integralement clos, il est clair que: Z(A) = R. Soit 
r un ordre de Q contenant A et equivalent a lui; comme dans la preuve de la 
proposition precedente, il existe r # 0 dans R tel que: rT C A. Montrons que r 
est entier sur R; soit x dans T’; il est clair que x est algebrique sur K; soit K une 
cloture algebrique de K; dans K, le polynome minimal de x sur K s’ecrit: 
P(x) = n:y (X - q), (CXi E K); on a que pour tout entier n > 1, rxn est 
entier sur R; on en deduit done que pour tout n 3 1 et tout i (1 < i < m), 
rain est entier sur R; par suite si Ki = (-l)i Cl<jjl<jB<..,<j.(m olj,olj, .*. tijr sont 
les coefficients de P(X), on en deduit que pour tout entikr n 2 1, rmkin est 
entier sur R; mais R Ctant integralement clos, il vient: rmkin E R; enfin R Ctant 
completement integralement clos, on a: ki E R; ainsi x est entier sur R. Par suite 
r = A, ce qui prouve que A est un ordre maximal de Q. 
REMARQUE. Le resultat precedent avait Cte demontre par G. Maury (non 
publie) dans le cas particulier oh A est noetherien sans diviseurs de zero. 
LEMME 1.3. Soit A un anneau premier, ordre maximal dans un anneau Q. 
Alors: 
(a) R = Z(A) est completement integralement ~10s; 
(b) Si de plus A vkifie la condition de chaine ascendante sur les c-ideaux 
bilateres entiers, alors R est un anneau de Krull. 
Preuve. (a) Soit x dans K (le corps des fractions de R) tel qu’il existe 
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r # 0 dans R avec: rR[x] C R; alors: rA[x] CA et A[x] est un ordre de Q 
contenant A; par suite il vient : A[x] = A et x appartient a K n A = R. 
(b) Soit I un ideal divisoriel entier de R; il est clair que Al= [(AI)-l]-l 
- 
est un c-ideal bilatere entier de A; or on a: (xn R)I-l C AI(1 n KC 
A n K = R; on en deduit: zn R = I. Par suite on voit facilement que R 
verifie la condition de chaine ascendante sur les ideaux divisoriels entiers, 
done que R est un anneau de Krull. 
LEMME 1.4. Soit R un domaine d’integrite’ integralement clos dans son corps 
des fractions K et soit Q une K-algkbre centrale simple (de dimension jinie). Alors 
tout R-ordre de Q est un R-rbeau. 
Preuve. La demonstration est la m&me que celle de la proposition 1 .I. 
de [8]. 
PROPOSITION 1.5. Soient A un anneau premier h identite’ polymimiale, R son 
centre, K le corps des fractions de R. Les conditions suivantes sont equivalentes: 
(a) A est un ordre maximal de Q = A OR K et ve%$e la condition de 
cha&e ascendante sur les c-ideaux bilatkres entiers. 
(b) A est un R-ordre maximal de Q et R est un anneau de Krull. 
(c) A est un anneau de Krull non commutatif au sens de H. Marubayashi 
(cf. [IO] et [II]). 
Preuve. (a) 3 (b). On sait (theoreme de Posner) que A est un ordre dans Q 
et que Q est une K-algebre centrale simple de dimension finie. Le lemme 1.3 
montre deja que R est un anneau de Krull. Montrons que A est entier sur R; 
on sait que: R = n R, (oti p parcourt l’ensemble des ideaux premiers minimaux 
de R) et que chaque R, est un anneau de valuation discrete; ainsi A OR R, est 
un anneau premier a identite polynomiale avec un centre R, noetherien; il 
resulte alors de [7] que A OR R, est un R,-module de type fini, done entier 
sur R, . Soient x dans A et P(X) le polynome minimal de x sur K; x Ctant 
entier sur R, et R, Ctant integralement clos, P(X) a tous ses coefficients dans 
R, ; done P(X) a tous ses coefficients dans R = n R, ; ainsi x est entier sur R. 
Done A est un R-ordre de Q. Soit r un R-ordre de Q contenant A; alors A 
et F sont deux R-reseaux (lemme 1.4) et par suite sont equivalents; ainsi: 
r = A. 
(b) + (c). C’est la proposition 3.1 de [lo]. 
(c) G- (a). C’est le corollaire 1.4 de [ll]. 
En fait, les resultats obtenus par W. Schelter dans [16] permettent de gene- 
raliser la proposition 1.5 de la man&e suivante: 
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PROPOSITION 1.6. Soient A un anneau premier vtrijant une identiti poly- 
nhmiale et R le centre de A. Alors: 
(a) A est un ordre maximal de Q = A OR K (ou K est le corps des fractions 
de R) si et seulement si R est compl&ment inthgralement clos et A est un R-ordre 
maximal. 
(b) Si R est complhment intlgralement clos, A est contenu duns un ordre 
maximal de centre R et bquivalent ri A. 
Preuve. (a) Supposons que A est un ordre maximal de Q. Le lemme 1.3 
nous dit deja que R est completement integralement ~10s. Par consequent le 
corollaire 2 page 252 de [16] prouve que A est entier sur R. On montre alors 
comme a la fin de la demonstration de 1.5 (a) 3 (b), que A est un R-ordre 
maximal. Enfin la proposition 1.2 prouve la reciproque. 
(b) On applique successivement le corollaire 2 page 252 de [16], la propo- 
sition 1.2 et le lemme 1.4. 
REMARQUE. Soit A un anneau verifiant les hypotheses de la proposition 1.6(a). 
MCme si A est noethbien, A n’est pas necessairement de type fini sur son centre 
R (ou, ce qui est equivalent par [6], R n’est pas necessairement noetherien), 
sauf si A est de dimension de Krull Cgale a 1 ([l]). En effet dans [16], page 253, 
W. Schelter donne l’exemple d’un anneau noetherien premier A a identite 
polynomiale et dont le centre R est un anneau de Krull non noetherien de 
dimension 2; en appliquant la proposition 1.6(b) a A, on voit qu’il existe un 
ordre maximal A, contenant A, noetherien (car equivalent a A) et qui n’est 
pas de type fini sur R; remarquons que A est aussi de dimension de Krull 
Cgale ?I 2. 
II 
PROPOSITION 2.1 “going down.” Soit R un domaine d’intigrit.4 intkgralement 
clos duns corps des fractions K. Soit A une R-algibre localement Jinie (c’est-h-dire 
que pour x, , x2 ,..., x, duns A, la R-algibre R(x, , x2 ,..., xn} est un R-module 
de type Jini). Supposons que A est suns R-torsion et que A/9 est de Goldie pour 
tout B id&al premier de A. Alors sip C q sont deux idiaux premiers de R et si Q 
est un idkal premier de A tel que: Q IT R = q, il existe un idkal premier B de A 
contenu dans Q et tel que: 9 CT R = p. 
Preuve. La demonstration est pratiquement la m&me que celle du cas 
commutatif (cf. theoreme 6 page 262 de [15]). Nous la donnons neanmoins. 
Notons V?‘(Q) la partie multiplicative des elements reguliers modulo Q et S la 
partie multiplicative formee des produits: ra, avec r dans R - p et a dans g(Q). 
Montrons tout d’abord que: Ap n S = 4. Supposons le contraire et soit x dans 
152 MARC CHAMARIE 
Ap n S; x = C:zy x,p, oh les xi sont dans A et les p, dans p; on a: xR{x, , 
xa ,..., x3 CpR{x, , x2 ,..., x~}; puisque R{x, , xs ,..., XJ est un R-module de 
type fini et evidemment un R-module fiddle, il resulte du lemme page 255 de 
[15] que x verifie une relation de la forme: f(x) = xn + ylxn-l + ... + Y,-,x + 
r - 0 avec tous les ri dans p. Puisque R est integralement clos, le polynome rs- 
minimal de x sur K a tous ses coefficients dans R; on peut done supposer 
(R/p Ctant integre) que f(X) est le polynome minimal de x sur K. Supposons 
done que: x = YU avec Y E R - p et a dans U(Q); le polynome minimal de a 
sur K, g(X) a aussi tous ses coefficients dans R et puisque A est saris R-torsion, 
g(X) et f(X) ont mCme degre; a verifie done une relation de la forme: g(u) = 
a” + slun-l + ..a + s,-,a + s, = 0, avec les si dans R; en multipliant par yn, 
on en deduit que: Vi 1 < i < n, risi = yi EP; d’oh, puisque Y $p, il vient: 
si E p et par suite: an E Ap, done: a” E Q, ce qui est contradictoire puisque a 
appartient a %7(Q). 
Ceci &ant, en utilisant Zorn, on en deduit qu’il existe un ideal 9 de A, 
contenant Ap et maximal pour la propriere: 9’ n S = +; ,9 est necessairement 
premier et verifie: B n R = p et 9 L Q (car A/Q est suppose de Goldie). 
COROLLAIRE 2.2. Soit A un anneau pyemiey ci identite’ polyn6miale et de 
centye R. Si R est complhement intt!gyalement clos, alors le “goi% down” that 
pour le couple (A, R). 
Pyeuve. Si R est completement clos, il resulte du corollaire 2 page 252 de [ 161 
que A est entier usr R. Mais par un resultat de Sirsov (voir par exemple [13] 
page 152), A est alors localement finie sur R. 11 est clair que A verifie les autres 
hypotheses de la proposition 2.1 et done le “going down” tient. 
Dans tout ce qui suit, R designe un anneau de Krull, K son corps des fractions 
et A un R-ordre maximal dans la K-algebre centrale simple de dimension finie 
sur K, Q = A OR K. Si I est un A-ideal a droite, le lemme 1.4 montre que I 
est un R-reseau de Q; on notera: 1-l = {x EQ; xlC A} et I* le dual du R- 
module 1. 
LEMME 2.3. Soit S une paytie multiplicative de R, ne contenant pas 0. Alors: 
(a) A, = A OR R, est un R,-oydye maximal de Q; 
(b) Si I est un A-id&l d dyoite, aloys: (I-l)s = (1,)-l. 
Pyeuve. (a) Montrons que A, est un ordre maximal. Soit I un As-ideal 
bilatere entier et soit X dans Q tel que: A C I; puisque R est de Krull, il est clair 
que X appartient a A, = A OR R, , pour presque tout p premier minimal de R. 
Soient done ( pi)iiin,, les idtaux premiers minimaux p de R tels que: h 4 A,; 
soit T = ni (R - pi); alors R, = n:zy R,‘ est un anneau de Dedekind semi- 
local, done principal; par suite A,, q ui est Cvidemment un RT-ordre, est un 
R,-reseau, done un R,-module de type fini et par suite un anneau noetherien; 
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par consequent il existe ( yk)l(k(m des elements de I n A tels que: AT(I n A) = 
CLzy Ary,; done si on note: X = xi:,” Ayk , il vient: xh C (I n A)h Cl C A,; 
X&ant de type fini a gauche, il existe alors s dans S tel que: Xk C A; d’oh on 
en deduit que: (I n A)hs C (ATXh) n (&+,, A,) C nil; Api n (&,,,i A,) = A 
(car A est un R-ordre maximal); on a done: (In A)hs CI n A; A Ctant un 
ordre maximal, il vient: hs E A, d’oh: h E A, . Ainsi A, est ordre a droite de I 
et on montre de la m&me maniere que A, est ordre a gauche de I. Done A, est 
un ordre maximal et par consequent un R,-ordre maximal (proposition 1.6). 
(b) La demonstration analogue a celle de (a), est laissee au lecteur. 
PROPOSITION 2.4. Si I est un A-idkal d: droite, alors: 
I(= (I-1)-1) = n I, CT% (I*)*. 
En particulier I est un c-idkal si et seulement si I est R-r@exif. 
Preuve. 1 = {x E Q; I-lx _C A} = 0, {x E Q; I-lx C A,} (car: A = fi,, A,). 
Done: f = n, [(I-1),]-1 = 0, [(I,)-I]-r (lemme 2.3). Or A, est un Ii,-ordre 
maximal, done un anneau principal a droite et a gauche (1131). Par suite: [(I&r]-1 
= I, et done: 1 = n, I, N (I*)* (voir [9] page 24). 
COROLLAIRE 2.5. Soit B un idkal premix de A. Alors B est minimal si et 
seulement si p = 9 n R est premier minimal de R; duns ce cas, il n’existe qu’un 
seul idkal premier de A au-dews de p; de plus, on a: 
Preuve. D’apres 2.2, on peut appliquer le “going down”; done il est clair 
que si @ est minimal, p est minimal; reciproquement le “going up” et le theoreme 
d’incomparabilitt ([16]) prouvent que si p est minimal, 9 est minimal. Dans ce 
cas, A, est un R,-ordre maximal et R, un anneau de valuation discrete; done 
(theoreme 2.3 de [3]), A, est un anneau quasi-local de radical de Jacobson: 
8,; comme les ideaux premiers de A au-dessus de p correspondent bijectivement 
aux ideaux maximaux de A, , ceci prouve le rtsultat. 
D’apres 2.4, on a:* = 0, (p),; si q # p, il est clair alors que: (p), = A,; 
et done il vient: F = (p)9 n A = (Y’,)* n A. 
Nous allons maintenant generaliser un resultat dO a G. Maury dans le cas des 
ordres maximaux “classiques” ([12]). Si 9 est un ideal premier de A, notons: 
A9 = {x E Q; 3s E A - 8: xAs C A} et AI(~) le localise de A par rapport a la 
famille .%*(~a) des ideaux 1 droite I de A tels que I . . a coupe W(g), quelque soit 
a dans A. (V(g) designe la partie multiplicative des elements reguliers modulo S). 
PROPOSITION 2.6. Si fl est un idbalpremier de A, alors: 
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(a) A9 = AQ(~) = A, (oh p = 9’ n R); 
(b) A v&rife la condition de Ore ci droite par rapport h g(9) si et seulement 
si 9 est le seul idkal premier de A au-dessus dep. 
Preuve. (a) Remarquons d’abord que l’ideal biladre de A form6 des elements 
annul& par un ideal I de 9&g, est nul (car sinon il contiendrait un Clement 
central non nul, ce qui serait contradictoire). Par suite, on a les inclusions: 
A C Aqcg, C Q, AT C A@(p) (car A/9 est de Goldie) et A, C A9 (c’est clair). 
Montrons maintenant l’inclusion: A9 C A, . Soit x dans Aq; il existe un 
ideal bilatere ‘u non contenu dans B tel que: 3% C A; d’oh: xa C A; or H 
d’ecrit: $!I = J-J:‘_; @ oh les .cF~ sont des ideaux premiers minimaux de A et le 
produit est le produit symbolique des c-ideaux. Supposons que 9i n R est 
contenu dans p; il existe done i (1 < i < n) tel que: .Yi n R C p; le “going 
down” (corollaire 2.2) et le corollaire 2.5 montrent alors que: pi C 9; d’oh H 
est contenu dans 9, ce qui est contradictoire. Ainsi: % n R $p et par suite: 
XEA,. 
Montrons enfin l’inclusion: Aq(p) C A9 . Soit x dans Aetg); puisque R est 
de Krull, pour presque tout 4 premier minimal de R, x appartient a A,; soient 
(qi)rGisn les ideaux premiers minimaux de R tels que: x C$ A, et soit 
S = (-):I: (R - qi); R, = fi:ry R,< est un domaine de Dedekind shmi-local 
done principal et par suite le R,-ordre maximal A, est semi-local (lemme 2.1 
de [5]), done principal a droite et a gauche. Done: AsxA, = Asy et on peut 
choisir y dans AxA; on a done: y E Av(~) et il existe I dans 9&Y) tel que: 
yIC A; il en resulte que: AxAI L (ng+Ci A,) n AsyI C no+ui A, n A, = A; 
par suite, l’ideal bilatere AI n’etant pas contenu dans 8, il vient: x E A.? . 
(b) Si A verifie la condition de Ore a droite par rapport a V(9), la remarque 
faite au debut du (a) montre que V(B) est forme d’elements reguliers de A. 
Le theoreme 3 de [4] montre alors que Y(EP,~) = 9AotT) est I’unique ideal 
biladre maximal de AvcB); mais, puisque: Avp(gp) = A, , on en deduit que 9 
est le seul ideal premier de A au-dessus dep. Reciproquement, si cette condition 
est satisfaite, alors gin est l’unique ideal bilatere maximal de A,, done son 
radical de Jacobson; or il est facile de voir, puisque: A@(p) = A, , que 9~(,9) = 
8,; de plus AQ(,~)/~PQ(~) est clairement simple artinien; ainsi le theoreme 3 de 
[4] permet de conclure que la condition de Ore a droite est satisfaite. 
Dans ce qui suit, notons trd la trace reduite de Q sur K et S(A) la differente de 
A sur R: S(A) = {x E Q; trd(xA) C R}-l; on verifie facilement que S(A) est un 
c-ideal bilatere entier de A et que pour tout p premier minimal de R, on a: 
%%) = C&% . 
PROPOSITION 2.7. (a) Soit B un id&al premier minimal de A et p = B n R. 
Alors A, est une algibre d’dzumaya si et seulement si S(A) n’est pas contenu dans 9. 
Dans ce cas: g = Ap. 
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(b) Pour presque tout p premier minimal de R, A, est une a@bre d’Azumaya. 
Preuve. La demonstration est semblable a celle de [14] proposition 5.2, 
(en remarquant que 6(A) non contenue dans 9 Cquivaut a: S(A,) non contenue 
dans 9,) c’est-a-dire: @A,) - A,), et est done laissee au lecteur. 
COROLLAIRE 2.8. Supposons R factoriel. Alors: 
(a) Preque tous les ideauxpremiers minimaux de A sontprincipaux et engendrb 
par un element central; 
(b) Tous les c-ideaux bilatkes de A sont de la forme: AxA avec x inversible 
dans Q. 
Preuve. (a) D’apres 2.7, pour presque tout 9 premier minimal de A, on a: 
9 = z done si R est factoriel et si rD est un generateur de l’ideal principal p, 
il vient: 9 = Ar, . 
(b) Soit 9I un c-ideal bilatere, ‘3 s’ecrit: (11 = ni=, Sic, oh les ni sont 
i=n F 
des entiers relatifs non nuls et les g’i des ideeaux premiers minimaux (le produit 
&ant le produit symbolique des c-ideaux). Considerons l’ensemble X form6 des 
ideaux premiers Yi et des ideaux premiers minimaux de A qui ne sont pas 
engendres par un element central. A cause du (a), Xest fini. Soit S = n, (R -p) 
(ou B n R = p et 9 dans X). R, est un anneau de Dedekind semi-local, done 
principal et le R,-ordre maximal A, est aussi semi-local, done principal a 
droite et a gauche. On en deduit qu’il existe y dans Q tel que: Bls = A, y = yA,; 
Cvidemment y est inversible dans Q. Si 9 6 X, alors: (AyA), = (gp,)“r = A&~ 
(06 n, est un entier relatif). Posons: x = y ~.~eXrp”~ (le produit est fini, car 
pour presque tout p, (AyA), = A,). Montrons que: ‘3 = AxA. Si 9 $ X, 
on a: (AxA), = A,yA,rinn (car les autres t, intervenant dans le produit ne 
peuvent appartenir a p et sont done inversibles dans A,); par suite (AxA), = 
A, = BI, (car 9 # pii Vi (1 < i ,< n)). D’autre part: (AxA), = AsyA, = 
aIs (pour la m&me raison). Par suite, il vient, en utilisant la proposition 2.4: 
AxA = n (AxA), = (n (AxA),) n (AxA)s = (n 91 ) n 91, = 91. 
2, 9VX .9$X 
Donnons, pour terminer, un critttre pour que A soit noetherien. 
PROPOSITION 2.9. A est noetherien si et seulement si A/Y est noeth&m pour 
tout ideal premier minimal B de A. 
Preuve. Pour montrer que A est noetherien, il suffit de montrer que tout 
ideal d’un c&C essentiel I est de type fini; puisque I contient un Clement central 
non nul Y, on voit qu’il suffit de montrer que A/Ar est noetherien; or Ar est 
un c-ideal bilatere et s’ecrit done: Ar = I$z:w (produit symbolique) = 
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(-):I: *(oti les B, sont des idCaux premiers minimaux et les ni des entiers > 0); 
il est done clair qu’il suffit de dkmontrer que pour tout idCal premier minimal B 
de A, si A/S est noethkien, alors A/Fest noethkrien (Vn >, 1). 
Pour cela, remarquons d’abord que pout tout entier n 3 1, Y/F+l est 
isomorphe a un ideal 5 droite de A/9”; en effet, A, (ohp = B n R) est principal 
& droite et & gauche; il existe done x (qu’on peut choisir dans 9-l) tel que: 
(g&l = (g-l), = A,x = xA,; alors l’application: j I-+ $J qui envoie 
gQZGi and A/p est bien dkfinie et injective car:F n xA = x.P+~ (comme 
on le vkrifie facilement en utilisant le corollaire 2.5). Ceci ktant, raisonnons par 
- 
rt‘currence; supposons A/9” noethkrien a droite; alors, ce qui prC&de montre 
que S/p” est un A-module noethkrien B droite et de la suite exacte: 0-t 
gjp%z -+ A/pn+l ---f A/b + 0, on en dCduit que A/P+l est noethCrien a 
droite. Ainsi A/%est noethkrien 5 droite (Vn > 1) et on montrerait Cvidemment 
de la m&me man&e que A/9’” est noethkrien L gauche (Vn >, 1). Ceci termine 
la preuve. 
Remarque. On peut montrer d’une man&e analogue la proposition 9 pour 
un anneau de Krull non commutatif rtgulier au sens de Marubayashi ([lo]). 
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